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PROBABILITÉ ET ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

◮ Une probabilité P sur (Ω,A).

◮ Une espérance E (qui opére linéairement sur des variables
aléatoires à valeurs dans R).

◮ Probabilité conditionnelle : A, B ⊂ E, P(B) > 0 par définition

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)

◮ Espérance conditionnelle : B ⊂ E, P(B) > 0 , X v.a., par définition

E(X|B) =
E(X1B)

P(B)

◮ E(1A|B) = P(A|B), linéarité.
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LOI D’UN VARIABLE ALÉATOIRE

◮ Un espace d’état fini E = {x1, . . . , xn, . . .}, une variable aléatoire
X à valeur dans E. Loi de X

P (X = x) = p(x), x ∈ E

◮
∑

x∈E p(x) = 1.

◮ A quoi ca sert ? A calculer E(f (X)) pour toute fonction f de E
dans R !

E(f (X)) =
∑

x∈E

p(x)f (x).
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LOI D’UN VECTEUR ALÉATOIRE I

◮ X = (X1, . . . ,Xn) un vecteur aléatoire valeur dans En. Loi de X

pX(x1, . . . , xn) = P (X1 = x1, . . . ,Xn = xn) , x1, . . . , xn ∈ E

◮
∑

x1,...,xn∈E pX(x1, . . . , xn) = 1.

◮ A quoi ca sert? A calculer E(f (X1, . . . ,Xn)) pour toute fonction f
de En dans R !

E(f (X1, . . . ,Xn)) =
∑

x1,...,xn∈E

pX(x1, . . . , xn)f (x1, . . . , xn).

◮ Par contraction, la loi de X permet de calculer les lois pi des Xi

pXi
(x) =

∑

x1,...,xi−1,xi+1,...,xn∈E

pX(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn).
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LOI D’UN VECTEUR ALÉATOIRE II

◮ Une remarque simple (mais utile) :

E(f (Xn)) =
∑

xn∈E

pXn(xn)f (xn) =
∑

x1,...,xn∈E

pX(x1, . . . , xn)f (xn).
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LOI D’UN VECTEUR ET INDÉPENDANCE

◮ (X1, . . . ,Xn) est un vecteur de v.a. indépendantes si et seulement
si (au choix), pour tout x1, . . . , xn ∈ E, pour tout f1, . . . , fn de E
dans R :

- P (X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = P(X1 = x1)× . . .× P(Xn = xn)
- E (f1(X1)× · · · × fn(Xn)) = E(f1(X1))× · · · × E(fn(Xn))

◮ les lois marginales pi des Xi ne caractérisent pas la loi du vecteur
(X1, . . . ,Xn)!

◮ ... sauf si on suppose que ces v.a. sont indépendantes.
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SYSTÈME DYNAMIQUE ALÉATOIRE

◮ F application de E dans E permet de définir un système
dynamique: x0 arbitraire, puis

xn+1 = F(xn).

◮ W = (Wn, n ≥ 1) suite de variables aléatoires indépendantes de
même loi sur un espace G. “On tire une application de E dans E,
au hasard” : F(x,Wn+1).

◮ Sytème dynamique aléatoire, x0 arbitraire, on définit par
récurrence

Xn+1 = F(Xn,Wn+1)

◮ La connaissance de F(x,w) permet de simuler très simplement la
suite (Xn, n ≥ 0) à partir de la suite W.
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SYSTÈMES DYNAMIQUES ALÉATOIRES : 3 EXEMPLES
(Wn, n ≥ 1) une suite de tirages à pile ou face indépendants, 0 ≤ p ≤ 1.

P(Wn = P) = p = 1 − P(Wn = F)

◮ Marche aléatoire (p = 1/2, marche aléatoire symétrique)

X0 = 0,Xn+1 = Xn +
(

1{Wn+1 = P} − 1{Wn+1 = F}

)

.

◮ Processus en “dents de scie”: (# pile consécutifs avant n)

X0 = 0,Xn+1 = (1 + Xn)1{Wn+1 = P}.

◮ Processus de Cox-Ross (cf. finance), d < 1 < u

X0 = 1,Xn+1 = Xn

(

u 1{Wn+1 = P} + d 1{Wn+1 = F}

)

.

◮ autres exemples : gestion de stock, battage de cartes
(voir [Berestycki(2007)]), ...
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SYSTÈME DYNAMIQUE ALÉATOIRE ET PROPRIÉTÉ DE

MARKOV

◮ Un système dynamique aléatoire vérifie la propriété de Markov

P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = xn) = P(xn, xn+1)

◮ où P une matrice de transition : (P(x, y), x, y ∈ E) (parfois aussi
noté (P(x → y)) donnée par

P(x, y) = P(F(x,W1) = y).

◮ Matrice de transition : P(x, y) ≥ 0 et
∑

y∈E P(x, y) = 1.

◮ On a forcement P(x, y) = P (Xn+1 = y|Xn = x) et

P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = xn) = P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn)
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PREUVE

P (Xn+1 = xn+1,Xn = xn, . . . ,X0 = x0)
= P (F(Xn,Wn+1) = xn+1,Xn = xn, . . . ,X0 = x0)
= P (F(xn,Wn+1) = xn+1,Xn = xn, . . . ,X0 = x0) .

◮ F(xn,Wn+1) indépendante du vecteur (W1, . . . ,Wn)

◮ X0, . . . ,Xn fonctions de (W1, . . . ,Wn).

◮ Donc F(xn,Wn+1) indépendante de X0, . . . ,Xn.

P (Xn+1 = xn+1,Xn = xn, . . . ,X0 = x0)

= P (F(xn,Wn+1) = xn+1)P (Xn = xn, . . . ,X0 = x0)

= P(xn, xn+1)P (Xn = xn, . . . ,X0 = x0)

◮ En sommant sur tous les x0, . . . , xn−1 dans E, on obtient aussi

P (Xn+1 = xn+1,Xn = xn) = P(xn, xn+1)P (Xn = xn) .
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MATRICE DE TRANSITION : EXEMPLES

◮ Exemple 1 : x ∈ Z, P(x, x + 1) = p, P(x, x − 1) = 1 − p, 0 sinon

◮ Exemple 2 : x ∈ N, P(x, x + 1) = p, P(x, 0) = 1 − p, 0 sinon

◮ Exemple 3 : P(x, xu) = p, P(x, xd) = 1 − p, 0 sinon
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SYSTÈME DYNAMIQUE ALÉATOIRE ET CHAÎNE DE

MARKOV

◮ une suite de variables aléatoires qui vérifie la propriété de
Markov, s’appelle une chaı̂ne de Markov.

◮ P(x, y) = P (Xn+1 = y|Xn = x), x, y ∈ E, est la matrice de transition
de la chaı̂ne de Markov.

◮ Un système dynamique aléatoire est une chaı̂ne de Markov et
reciproquement on peut représenter (en loi) une chaı̂ne de
Markov comme un système dynamique aléatoire.

◮ La matrice de transition P(x, y) se déduit de F et de la loi de W.

◮ P contient toute l’information utile pour mener à bien les calculs
de loi concernant la chaı̂ne.

◮ Pour simuler une chaı̂ne de Markov, on utilise une représentation
comme système dynamique aléatoire.
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CHAÎNE DE MARKOV : DÉFINITION

Definition 1

Une suite de v.a. (Xn, n ≥ 0) à valeurs dans E est un chaı̂ne de
Markov de matrice de transition (P(x, y), x ∈ E, y ∈ E), si et seulement
si, par définition, pour tout x0, x1, . . . , xn, xn+1 ∈ E,

P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = xn)

= P(xn, xn+1)

= P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

La loi de X0, µ0, est appelée la loi initiale.

◮ Formellement, égalité vrai seulement si P(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = xn) > 0, sinon l’interpréter comme

P(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = xn, Xn+1 = xn+1)

= P(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = xn)P(xn , xn+1).

◮ Matrice de transition Pn dépendant de n : chaı̂ne de Markov inhomogène.
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MATRICE DE TRANSITION ET CALCUL DE LOIS

◮ E fini

◮ (Xn, n ≥ 0) une chaı̂ne de Markov de matrice de transition P sur
E.

◮ µ0 la loi de X0 (loi initiale), µ0(x) = P(X0 = x), x ∈ E.

◮ La loi du vecteur (X0, . . . ,Xn) se calcule explicitement en
fonction de P et µ0

P (X0 = x0, . . . ,Xn = xn) = µ0(x0)P(x0, x1)× · · · × P(xn−1, xn).

◮ Preuve = propriété de Markov

P (X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = xn)

= P (X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1)P(xn−1, xn),

puis on itère.
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MATRICE DE TRANSITION : QUELQUES NOTATIONS

◮ E fini : µ est un vecteur ligne, P une matrice et f un vecteur colonne.

◮ (Pf )(x) =
∑

y∈E P(x, y)f (y), f une fonction de E dans R. Pf est

aussi une fonction de E dans R.

◮ (µP)(y) =
∑

x∈E µ(x)P(x, y), µ une loi de probabilité sur E. µP est
aussi une probabilité sur E

◮ (PQ)(x, y) =
∑

z∈E P(x, z)Q(z, y), pour P et Q deux matrices de
transition. PQ est aussi une matrice de transition.

◮ Pn est définie par récurrence par :

Pn+1(x, y) =
∑

z∈E P(x, z)Pn(z, y).

◮ µ loi sur E, f fonction de E dans R : µf =
∑

x∈E µ(x)f (x).

◮ Si X a pour loi µ, E(f (X)) = µf .
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LOI DE Xn

◮ Par contraction de la loi du vecteur (X0, . . . ,Xn), on obtient

P (Xn = xn) =
∑

x0,x1,...,xn−1∈E

µ0(x0)P(x0, x1)× · · · × P(xn−1, xn).

◮ avec les notations précédentes :

P (Xn = xn) = (µ0Pn)(xn),

◮ loi(Xn) = µ0Pn : un (simple) calcul matriciel à partir de µ0 et P.
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UN TEST D’ÉQUIRÉPARTITION

◮ Ces 100 tirages à pile ou face (réalisé par mes soins!) sont ils
vraiment “aléatoire”?

P F F F P F P P F F

F P P P F F P F P F

P F F F P P F F P P

P F F P F P P F F P

F P P F P P F F F P

P P F P F P P F P P

F F P F P P F F P F

P F F F P F P P F F

P F F F P P P F P F

P F F P P F P F P P

◮ Ça n’a pas l’air trop mal : 50P, 50F ...
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UN TEST D’ÉQUIRÉPARTITION

◮ mais ... le nombre maximum de piles consécutifs est de 3, ce qui
est (très) peu compatible avec l’hypothèse d’un tirage au hasard.

◮ On a du mal a imiter le hasard, ...

◮ Nous allons voir qu’il faut s’attendre à 4 piles consécutifs (avec
proba 0.97) voire 5 (avec proba 0.81).

◮ On a plus de chance de voir 10 piles consécutifs (ou plus) que
d’en voir 3 ou moins !

◮ On va calculer le loi du nombre maximum de piles consécutifs
au bout de 100 tirages.
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CHAÎNE DE MARKOV ARRÊTÉE

◮ (Xn, n ≥ 0) un système dynamique aléatoire

Xn+1 = F(Xn,Wn+1).

◮ x ∈ E, τ = inf {n ≥ 0,Xn = x0} : le premier temps d’atteinte de x0

(pas forcément fini, +∞ si ensemble vide).

◮ n ∧ τ = inf {n, τ}

◮ Yn = Xn∧τ est aussi un système dynamique aléatoire (et donc
une chaı̂ne de Markov) puisque

Yn+1 = F(Yn,Wn+1)1{Yn 6= x0}
+ x01{Yn = x0}

= G(Yn,Wn+1).

G(x, u) = F(x, u)1{x 6= x0}
+ x01{x = x0}

Bernard Lapeyre (Ecole des Ponts) Vendredi 10 avril 2020 23 / 41
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CHAÎNE EN DENTS DE SCIE ARRÊTÉE

◮ X la chaı̂ne en dents de scie, l > 0, τl = inf {n ≥ 0,Xn = l},
Yl

n = Xn∧τl
.

◮ Yl
n est un chaı̂ne de Markov à valeurs dans {0, . . . , l} de matrice

de transition P donnée par (les autres élèments sont nuls) :







Pl(x, x + 1) = p si x < l,
Pl(x, 0) = 1 − p si x < l,
Pl(l, l) = 1.

Pl =











1 − p p 0 . . . 0 0
1 − p 0 p . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 − p 0 0 . . . p 0
1 − p 0 0 . . . 0 p

0 0 0 . . . 0 1











.
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LOI DU NOMBRE DE PILES CONSÉCUTIFS APRÈS 100
TIRAGES

◮ Nn
max : nombre maximum de piles consécutifs après n tirages.

◮ {Yl
n = l} = {Nn

max ≥ l}.

◮ P(Yl
0 = 0) = 1. Loi initiale µ0(0) = 1, µ0(k) = 0 sinon.

µ0 = (1, 0, . . . , 0).

◮ Loi de Yl
n = µ0(Pl)

n = (Pn
l (0, k), 0 ≤ k ≤ l) (un vecteur ligne).

◮ P(Yl
n = l) = (Pl)

n(0, l).

◮ Il est facile d’écrire un programmePython qui fait cela (cf. TD).

◮ On peut calculer la loi du nombre de piles consécutifs maximum
après 100 tirages Nmax.

P(N100
max = l) = P(Yl

100 = l)− P(Yl+1
100 = l + 1)

= P100
l (0, l)− P100

l+1(0, l + 1).
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LOI DU NOMBRE MAXIMUM DE PILES CONSÉCUTIFS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.00

0.08

0.16

0.24

0.32

Figure: Loi du nombre de piles consécutifs.

◮ P(nombre de piles consécutifs ≤ 3) = 0.0273

◮ P(nombre de piles consécutifs ≥ 5) = 0.8101
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UNE RÉGLE DE DÉCISION

◮ Si l’on voit au moins 4 piles consécutifs, la suite sera déclarée
aléatoire, sinon, la suite sera déclarée non aléatoire.

◮ Si la suite a été tirée aléatoirement, je vais me tromper avec
moins de 3% d’erreur.

◮ Si la suite n’est pas aléatoire, je suis aidé par la tendance
naturelle à ne pas faire de trop longues series.

◮ “Mon” exemple ne passe pas le test. Mais si on le lit par colonne
ou lieu de ligne, il le passe aisément!

◮ À vérifier avec l’un de vos camarades, si vous êtes sceptique.
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LOI DE Xn : UNE AUTRE FAÇON D’ÉCRIRE LES CHOSES

◮ (Xn, n ≥ 0) chaı̂ne de Markov de matrice de transition P sur E.
◮ P(X0 = x0) = 1 (i.e. µ0(x0) = 1, µ0(x) = 0 si x 6= x0.)
◮ On sait exprimer E(f (XN))

E(f (XN)) = µNf = µ0PNf =
∑

x∈E

µ0(x)(P
Nf )(x) = (PNf )(x0).

Une formulation alternative plus algorithmique.

Theorem 2

Soit (u(n, x), n = 0, . . . ,N, x ∈ E) la solution unique de

(1)







u(n, x) =
∑

y∈E P(x, y)u(n + 1, y), n < N

u(N, x) = f (x),

Alors E(f (XN)) = u(0, x0).
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REMARQUES

◮ La première équation de (1) peut aussi s’écrire

u(n, x) = P[u(n + 1, .)](x) =
∑

y∈E

P(x, y)u(n + 1, y)

◮ u(n, x) peut s’interpréter comme

u(n, x) =

N−n fois
︷ ︸︸ ︷

P × · · · × P f (x) = PN−nf (x),

◮ Lorsque P(Xn = x) > 0, on a

u(n, x) = E (f (XN)|Xn = x) = PN−nf (x).

Bernard Lapeyre (Ecole des Ponts) Vendredi 10 avril 2020 30 / 41
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PREUVE

P(X0 = x0, . . . ,Xn = xn,Xn+1 = xn+1, . . . ,XN = xN)

= P(X0 = x0)P(x0, x1) × · · · × P(xn, xn+1)× P(xn+1, xn+2)× · · · × P(xN−1, xN)

en sommant sur toutes les valeurs de x0, · · · , xn−1 et xn+1, · · · , xN−1

on obtient la loi de (Xn,XN)

P(Xn = xn,XN = xN) = P(Xn = xn)P
N−n(xn, xN)

E

(

f (XN)1{Xn = xn}

)

= P(Xn = xn)
∑

xN∈E

PN−n(xn, xN)f (xN)

= P(Xn = xn)(P
N−nf )(xn)
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REMARQUES ET NOTATIONS

◮ (1) est une équation de programmation dynamique

◮ E est fini, (1) est un algorithme qui termine.

UNE NOTATION COMMODE “À LA Scilab”

◮ x0:n plutôt que (x0, . . . , xn)

◮ X0:n plutôt que (X0, . . . ,Xn)

◮ X0:n = x0:n plutôt que (X0 = x0, . . . ,Xn = xn)
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PREUVE FORMELLE
On le sait déjà ... mais voici une autre méthode de preuve. On va montrer que

E (u(n + 1,Xn+1)) = E (u(n,Xn)) .

Si cela est vrai :

u(0, x0) = E (u(0,X0)) = · · · = E (u(N,XN)) = E (f (XN)) .

La loi de X0:n+1 = (X0:n,Xn+1) est donnée par (c’est un façon d’exprimer la propriété
de Markov)

P (X0:n+1 = x0:n+1) = P (X0:n = x0:n,Xn+1 = xn+1) = P (X0:n = x0:n)P(xn, xn+1).

E (u(n + 1,Xn+1)) =
∑

x0:n+1∈En+2

u(n + 1, xn+1)P (X0:n+1 = x0:n+1) ,

[propriété de Markov] =
∑

x0:n∈En+1
,xn+1∈E

u(n + 1, xn+1)P (X0:n = x0:n)P(xn, xn+1),

=
∑

x0:n∈En+1

P (X0:n = x0:n)
∑

xn+1∈E

P(xn, xn+1)u(n + 1, xn+1),

[définition de u(n, .)] =
∑

x0:n∈En+1

P (X0:n = x0:n) u(n, xn) = E (u(n,Xn)) .
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CALCUL DU PRIX D’UNE OPTION

◮ Un modèle : le processus de Cox-Ross

X0 = x0,Xn+1 = Xn

(

u 1{Wn+1 = P} + d 1{Wn+1 = F}

)

.

◮ Un profil d’option f (XN) (ce que je vais recevoir en N)

f (x) = (x − K)+, option d’achat de prix d’exercice K.

◮ Prix : E(f (XN)) (“intuitif”, voir cours de maths financière 2A).

◮ Calcul du prix : (u(n, x), n = 0, . . . ,N, x ∈ E)

(2)

{
u(n, x) = pu(n + 1, xu) + (1 − p)u(n + 1, xd),
u(N, x) = f (x).

◮ E(f (XN)) = u(0, x0).
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UN PROGRAMME

Un programme en Python, catastrophique (complexité 2N), mais qui
a le bon goût de terminer (lentement)

N=10;p=1/2;

down=1/2;up=2;

K=1;

def f(x): return max(x-K,0)

def u(n,x):

if n==N:

return f(x);

else:

return p * u(n+1,x*up)+ (1-p) * u(n+1,x*down);

def prix_rec(x): return u(0,x)
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POUR ALLER PLUS VITE, UN DESSIN POUR N = 3

x0

x0u

x0u2

x0u3

p

1 − p

p

1 − p

p

x0d

x0du

x0du2

p

1 − p

p

x0d2

x0d2u

p

x0d3
1 − p

1 − p

1 − p
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UN ALGORITHME QUI FAIT LA MÊME CHOSE, PLUS

VITE ...

◮ Si X0 = x0 les seules valeurs que peut prendre Xn sont données
par (k = nombre de fois où l’on tire u entre 0 et n − 1)

(x
(n)
k = x0ukdn−k, 0 ≤ k ≤ n).

◮ Il suffit de calculer les vecteurs U(n) = (u(n, x
(n)
k ), 0 ≤ k ≤ n), qui

vérifient

(3)







U(N)(k) = f (x
(N)
k

), k = 0, . . . ,N

U(n)(k) = pU(n+1)(k + 1) + (1 − p)U(n+1)(k), k = 0, . . . , n.

◮ Ce qui donne un agorithme (de complexité N2).
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UN ALGORITHME QUI FAIT LA MÊME CHOSE, PLUS

VITE ...

def prix_iter(x_0):

U=np.zeros((N+1,N+1))

for k in range(N+1): # = intervalle [0,1,...,N]

U[N,k] = f(x_0 * up**k * down**(N-k))

for n in range(N-1,-1,-1): # = intervalle [N-1,N-2,...,0]

for k in range(n+1): # intervalle [0,1,...,n]

U[n,k] = p*U[n+1,k+1]+(1-p)*U[n+1,k]

return U[0,0]
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ANDRY MARKOV

◮ Mathematicien russe 1856 − 1922, élève de
Chebyshev, “known for his work in
number theory, analysis, and probability
theory.”

◮ ... “He introduced a new sequence of
dependent variable, called a chain, as well
as a few basic concepts of chains such as
transition probabilities, irreductibility and
stationarity. His ideas were taken up and
developed further by scientists around the
world and now the theory of Markov
Chains is one of the most powerful
theories for analyzing various phenomena
of the world”

Pour des détail sur la vie et l’œuvre de Markov

voir [Basharin et al.(2004)Basharin, Langville, and Naumov].
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POUR ALLER PLUS LOIN : COURS DE L’ECOLE DES

PONTS

◮ 2A : cours “Processus Aléatoires”

◮ cours “Méthodes Mathématiques pour la Finance”
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